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����

�� �����������������������Ǳ�������, �������

�������, �����������������. �����������������

�����������������������. ������������ ——�����

����,���	����������,����������,�������������

��. ��������
�������������, �����������������

���������������������������, ��������, �������

����, ����	����, ������������	��������
������

����. ����, ���������������� (Monte Carlo) �����������

���. ����	�������, ���������������������	���	

��, ������Ǳ��������������	���. ��������������

�, �����
���������� GNU �	��� (GSL) ����, ������, ��Ǳ

�����������
���������.

��� ���� ���� ����� ���� ���


1 ��

��������������������,���������������������

��������������� (������������������). ���������

����������������, ��������������, ������������

��������Ǳ�����������. ������������������, ����

������	�������,������������������	����������

��, ���������
�������	�������, ������������	��



����: ��������������

���
���������	�����. ��, ������������
�����, ��

����	�������, Ǳ������
����������������������,

�	�����
�Ǳ��������������
���.

���, ��������������������. ����������������Æ

��
��������,������� [1]
���	
� [2] �	
�	� [3] ���������

��, ������������������
���	��
�

�
	 [4∼6]. �	����

���, ����
��������������. ����	��������������


��, ��������������������, ��������������������

�. ��������
���	�	�	�����������, Ǳ���
��������

��������
����

����. �	���������������: ������


��	���������	

�	��	�
��������������. ����, �

�������Ǳ�	���

��: ��

���

. ��

Ǳ�����������


���Æ, �������������
�	
	��������, ���

��	���

�����, ���	
	�������������. Ǳ	�	�����������	��

�������
������ [7∼10], ��������������������. �	�	�

��
�
���

�����

����������������
�,��Ǳ����


	������������������
���	���.

��

����������������. �������������Ǳ����	��

��� (������������) ��	����. �������	����	������

��
���	�����
����, ��	���

����. �
����, ������

���
��	��, ����������������Ǳ	��
��������. (	��

��� 0.2 �����	����������); ����������������	���, �

	��, �
����� a � b �
����	���������, ����
����� a × b,

�������	�	��, �����������. ���

���, 

��	�����

��������������, �����	������	
��������	�. ��



����	�	�	��������������, ��	

�� a � b ���, Ǳ	

��

���
�� a× b. ��


���, ��		��	�	�
�

. ���

���
��

�,�����
���������Ǳ���. �����

��
���	�� (Monte Carlo)

�� [10], ���


	�

��
������, �	������������.

���

�
, ��

�������������. �����������	����

��
������	�	���
�����. Ǳ	���
���������	����
�,

��������, ��������

�
. ����������������������

��������������: ���������������, �����������, �

�����
�

	�������
�	�; �������
����. ��
��

��

����������������������. �����
��, Martel[8,9] �������

��	�����������������Ǳ�������, 	�����	�������,

���
�, �	�����������	�, �������. ��������������

���������, ���������������, �����	�
��������.

�����

�, ������	���
����
������������. ����

2



���� : ���� � 44 � � 10 �

e ::= − e | e + e | e − e | e × e | e ÷ e | E | v

� 1 ���������� G

Figure 1 Grammar G for floating-point expressions

��������������,�������

��	�	�������. 
��
�
�,

��������
����	�����: ��

����	����. ��
������,

���������	 [11], �� OpenMP [12] �����
���, �������������

(symmetric multiprocessor, SMP) ���	���������
�. ����
��������

��
����
�����, ��	�
�
������������. ��

���

�

�����������, ����������	��������	. �����
�

	�

����, ������
���

����������; ��
�

�	����, ���

	�����	�����
������

.�	����������
����
����

��������, 
��������������, �������
�

, �����
�

���

. ������, ��������, 
����

���	��. ����
����

�
����	�������

������

���, ���	���
.

�	���������	�����
�������,��������	�������

�������	�
������ (GNU scientific library, GSL). ��

��: ������	

��	������������, ��������������������������. �

�Ǳ������
���, Ǳ	 OpenMP ��� MPI �������
�����
��, ��

��

������������
. ��, ����

��, �	���Ǳ�			����

�������������������
�.

2 ��������

�	����

���

����
	����������. �����, 

����

��
�
���������
�����������, ��, 

������������

�������
���, ��	���������������. �
����������



����


��	��, �����������������
�. ��

������

�������
���
������, �����

��, ���������������

e ���		���
���������. 	���

����������������, �

�������
����, ���

�Ǳ������	, �������������.



���������	�����, �������������, ��	������, �



�����
��

. ��, ��

����, ������������. ��Ǳ����

��
, �����	�
���
���� P : I → R, �� I Ǳ���. ����������

��
�����, � P : I → R
n, �������	Ǳ� n �

������ Pi : I → R, (i =

1, 2, 3 . . . n). ��������������, ������� P ���	������
����

������, ��������� r ���� r = e1 � e2 � e3 � · · · � em, �� � Ǳ������
��, ei Ǳ�� P �������. ��, �������������������. � 1 ���

������������������ G, �� v �������������, E ������
�����
��������������������
�����, ���������.

3



����: ��������������

SIGNIFICANDEXPONENTSIGN

0 1 8 9 31

Single precision

0 1 11 12 63

Double precision

SIGNIFICANDEXPONENTSIGN

� 2 IEEE 754 �������������

Figure 2 Two IEEE 754 floating-point representations

2.1 ����

��������	������. ��������������
�, ���������

���
���	����	������
�.��

���������
��������

���, �
������������	���, 
	��������������. ����

�
���
��������, Ǳ��	��	
�.

� 2 ��� IEEE 754 ������� [13] ���������������� —— 
��


�����
�����. ����������Ǳ s , ��Ǳ b , ���	�����Ǳ p ���

�����Ǳ f ,����Ǳ x�,���������Ǳ�� 1��. ��,�� 1�������

��, 	�������������������, ����� b = 2.

(−1)s × f

bp−1
× bx. (1)

����������� f ��������� r �,��	����	. Ǳ��	��� f �

��, �������	���Ǳ k ��������Ǳ��� k- �	�. ���, �������

f ���	���������� 2k ������������� r, ���
��	�����

���������.���� k- �	���

����� r(1± κ)�		�,�Ǳ������

����������	, ���������. 
�������������
�Ǳ F , 
��

�

������� pv : N1 × F → F ���, � 3 �������� C ��������.

��������������,��

������������

���������

���.�� 2������������ p(e). Ǳ�������,����
��� p � pv ��

����� —— 

�� k �
�. ���������������

�� pv ������

�����
��������

��.�� eval(E) ���
����� E 
���	�, ��

�� E ���������.

p(e) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

pv(v), e = v,

pv(eval(E)), e = E ,
− p(e1), e = −e1,

pv(p(e1) + p(e2)), e = e1 + e2,

pv(p(e1)− p(e2)), e = e1 − e2,

pv(p(e1)× p(e2)), e = e1 × e2,

pv(p(e1) ÷ p(e2)), e = e1 ÷ e2.

(2)

4



���� : ���� � 44 � � 10 �

1 double  p_v (double  value, int  bits){  
2   byte *byte_array  =  (byte*)(&value);  
3   for (i =  0; i <  bits/8; ++ i){  
4     byte_array [i] ^ =  (byte)rand();  
5   }  
6   byte_array [i] ^ =  (0xFF >>  (8-bits%8)) & ((byte)rand());  
7   return  value; 
8 }  

INPUT:   f [e1, ..., en], I

1: i∈I do

A

2: OUTPUT

3: endfor

 f [ p(e1)/e1, ..., p(en)/en] ( pv(i))

� 3 ������ pv �����

Figure 3 Implementation of base function pv

� 4 ��������

Figure 4 Value perturbation test algorithm

� 4 �����

�������, ���� 2 �������� p(e) ���������

�������, ����� pv ����������. pv ������� 3 �, ���
��
,

��� pv ������������	����������. ������, ����� C ��

���� CIL [14] ����������
���������������� pv ��

.

2.2 ����

���


, ����������	�, ����
����
, �������	���


�����, ������
�������������Ǳ. ����
, ����������

��������� e, ��	����
�	���������, ��
����������

��.

����������
��������
���,������������������

�����
���	
�
�����. 
������

����������, �����

�������������������������. 
�
����������
, ���

����
����	����
���	�, �
�������
�
�����, �
���

�����������. �����������������
������

, �����

���������������	�������.

�� 1 (�����
���) �������� 1 ������ G ���� e Ǳ����

�
���, �����������:

1. ���������, �����������
��
�����;

2. ���������;

3. ����������, ����������;

4. ����
���������.

�������������, �����	��������
��
�����, 	
��

�� 5 ������ Θ ����Ǳ
���. �������� R8 � R12 �����

�
�

���	�������� 1 ���� 2 ��� 3. Ǳ����� 4, �������������

����, ��
��������		�, ��
������������

��, ����

� ���, ���������������. ���Ǳ���������������, ��

�� ���, ����������������
�, �������������.

��Ǳ
���
, �������	�
����Ǳ����, �������� v ����

�����
����� E Ǳ��������!���. � 6(b)∼ � 6(d) ��������
�

��� e , ���	��
��	���������, �����
, ������
���:

5



����: ��������������

(R1) Θ(v) → v

(R2) Θ(E) → E
(R3) Θ(−(−e1)) → Θ(e1)

(R4) Θ(−(e1 + e2)) → Θ(−e1 − e2)

(R5) Θ(−(e1 × e2)) → Θ(−e1 × e2)

(R6) Θ(−e1) → −Θ(e1)

(R7) Θ(e1 + e2) → Θ(e1) + Θ(e2)

(R8) Θ(e1 − e2) → Θ(e1) + Θ(−e2)

(R9) Θ(e1 × (e2 ± e3)) → Θ(e1 × e2) + Θ(±e1 × e3)

(R10) Θ((e1 ± e2)× e3) → Θ(e1 × e3) + Θ(±e2 × e3)

(R11) Θ(e1 × e2) → Θ(e1)×Θ(e2)

(R12) Θ(e1 ÷ e2) → Θ(e1)×Θ(1/e2)

� 5 ����������� Θ

Figure 5 Canonicalizing term rewriting system Θ

�� 2 (��
�) �������������!����!�, �����!�
���

���
��!
�����, ���	��������!���, 
���!��������

Ǳ���������
�.

� 6(b) ������	�	�������� perturb ��, ������ 6(c) �����


����� tac : E → 2E �� 6(d) ���������� f : E → 2E �
����. �����Ǳ


��������������
����, 	
�����

���������, ����

���	��������
�����
����������������	����.

� 6(c) ����� tac : E → 2E , ��
����������
�����	
��, ���

	������	����, ����������������. ����� 1 ����� units

����������
�, �
���
��


. �����

, �� 4 ������ 6(a)

��������� z �
������
���. �
�� 7 �, ���
�����
� (��

����) �, ����������
�������, ��� 8 ����
����

���



. ������
��������������	�.

� 6(a)��� tac ��������� z : S × {+,×} → 2E, ��
������
�

��

����
����.��������

���
���� s1,s2, ��������
����

!, ���������������.


������ e ���
���Ǳ n, ������� 3 ����
���������� z

�	������.

C(x) =
(2x)!

x!(x+ 1)!
. (3)

� 6(c) ������
����� tac ��	������	��


Ntac(e) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1, e ∈ {v, E},

n!× C(n− 1)×
n∏

i=1

Ntac(ui), ��.
(4)

6



���� : ���� � 44 � � 10 �

INPUT: s ∈S, + , ×}

1: T ← 0
2: if s = then

3:

A

A

A

A

A A

A

A

s1, s1
.s1s2 = s do

4: T ←{(t1 t2 ) | t1∈ z(s1 , ) , t 2∈
z(s2 , )}∪T

5: end for

6: end if

7: RETURN T

(a)

INPUT: e∈E

1: if e = v∨e = E then

2: RETURN {e}

3: end if

4: R ← ,T ← tac (e)

5: e ∈T do

6: R ← R∪f (e )

7: end for

8: RETURN R

(b)

INPUT: e∈E

REQUIRE: e = v∧e = E
1: U← units (e)

2: T ←
3: s∈{allpermutationsof U} do

4: T ← T ∪z(s, root( e))

5: end for

6: ui∈U∧ui = v∧ui = E do

7: S ← tac (ui )

8: T ←
u′i∈S

T [ui /ui ]

9: end for

10: RETURN T

(c)

INPUT: e∈E

REQUIRE: e = v∧e = E
1: E l ←{ e},R ←
2: Po ←
3: repeat

4: En ←
5: e ∈El do

6: Pn ← fp (e ) \ Po

7: Pa∈2Pn do

8: En ← En ∪{factor(e ,Pa )}

9: end for

10: Po ← Po ∪Pn

11: end for

12: R ← R ∪E l ,E l ← En

13: until El =

14: RETURN R

(d)

INPUT:

1: for j ← 1; j n; j← j +1 do

2: i ∈I, ej ∈perturb( ej ) do

3: OUTPUT f [ej /e j ](i)

4: end for

5: end for

(e)

/

0/

0/
0/

0/

0/

0/

f [e1, ..., en], I

� 6 �������������������������

Figure 6 Algorithms for exhaustively generate expressions from commutative, associative and distribution law. (a) The

parenthesization function z : S × {+,×} → 2E ; (b) the expression perturbation main function perturb: E → 2E ; (c) the

associative and commutative transformation function tac : E → 2E ; (d) the factoring function for expression perturbation

f : E → 2E ; (e) the test function for expression perturbation

�� ui ∈ units(e), n = |units(e)|. ���	�� n � ui �������, ���� 4 ���
��

�, tac ���	�� 1920��
�����.

� 6(d) ���������� f : E → 2E , ������	�
�������������

��, ������������
����� tac �

����	�������	�����

���. 	���	���
���
����������

��, ��
������	��

�
����� tac 
�, �������������������.

�� 3 (������) 
 L(G) Ǳ��� 1 �����������������. ���

� a, b, c, d ∈ L(G), ����������� a× b + c× d ����� + Ǳ��������, ��

�� a = c � b = d.

�� 6(d) �, � 6 ���� fp : E → 2P ��� e′ �������������. �����

4 �������Ǳ	, ���������������Ǳ������, 	
��� 6(d) � 8 �

7



����: ��������������

���, 
��������
������	��
������. ����������	�

	��������, 	���� 4 ���
���������������, ����	���

+(x + y)× a+ (−(x + y)× b) ���, �����������Ǳ���	�������. �� f

�� 6(d)�� 3��� 13�����������������,��������������

	Ǳ�.

� 6(e) �����

�����, ����� 2 ���� 6(b) ����

�� perturb, �

��	��	�
��� f �������. �� perturb �	��������������, �

��� 3 ��	���������� e′j ��������� ej 
��. �����, �����

������� f �	�� n ���� fj : I → R, � fj = e1 � · · · � ej−1 � e′j � ej+1 � · · · � en, �

� 1 � j � n, � �����������. ���������	�����������

, �

�������������

. ����� fj ������� ej ��

�����, ���

��Ǳ ej ��������������. �
����, ���� f �������,�����

� fj ������
���

�
,�����	������������� fj �
����


, �� f ����������. ���

����, ����� C � C++ ��������

� ROSE [15]. ROSE ������������! (AST) ���, �������� visitor 
��

����
�������������!.

3 ����

Ǳ	��

��������������������	�, �������, ���



�������	, ��	�������	���
����
������������, ��

�������

��������	��. 	�������� e = (x+ y)× (y + z)× (z + x) ,

	�� 4 ���� Ntac(e) = 7, 437, 513, 790, 586, 880,����

��
�����������

�������	�. ���
, �������
������	�����, ��������

��������
�

�, ����������������

��	; �
,������

�	��������	. ����
������������, ���	���
.

3.1 ��������

�����������	,����������������������������Ǳ

��������. �����

	����	��, ����

���������

��

����	���. ����� OpenMP ���������� (SMP) 
�����. �����

���������,�����������������,��� OpenMP�������
�

���������
�������������.

	�� 5 ����, ��

�	��������������
�. ��

������


����� Ntac ��,���
�����	���

�
,����������

���


���������
, ��, ���
����������Ǳ����������. ��, �

������������
���
�������������.

� 7(a)∼7(b) �������
���
����� t′ac �������� f ′. �
�����

OpenMP � parallel
����	�����
���	�. �� 7(a)�, ��� 3 �
��
��

8



���� : ���� � 44 � � 10 �

INPUT: e∈E
REQUIRE: e = v∧e = E
1: U←units(e)
2: T ←
3: parallel s∈{allpermutationsof U}

do
4: T ←T∪z(s, root(e))
5: end parallel for
6: parallel ui∈U∧ui = v∧ui = E do
7: S ← tac (ui )
8: T ←

u i∈S
T [ui /u i ]

9: end parallel for
10:RETURN T

(a)

INPUT: e∈E
REQUIRE: e = v∧e = E
1: E l←{e}, R←
2: Po←
3: repeat
4: En←
5: parallel e∈El do
6: Pne ← fp (e ) \ Po

7: parallel Pa∈2P ne do
8: En ←En∪{factor(e , Pa )}
9: end parallel for

10: end parallel for
11: Po ← e ∈El

(Po∪Pne )
12: R←R∪El

13: El ←En

14: until El =
15: RETURN R

(b)

0/

0/
0/

0/

0/

A

A

A

A

� 7 ������

Figure 7 Multicore algorithms for expression perturbation. (a) The parallelized associative and commutative transfor-

mation t′ac : E → 2E ; (b) the parallelized factoring function f ′ : E → 2E

U �


��
,��������


�����,�� 6∼9����
���������

Ǳ��
�����
���. ������, �������
�� 3 ��� 6 �������	

� 5 ��� 9 ��

������������
. �� 7(b) �, � 5 ��� 7 ����
��

��
�, � 5 �� parallel 
�������
���������
����, ����
��

���. � 7 �� parallel
�����
����� e′ ��
��������, ����
��

���. ������, �����
�����������
��
, �	��	�
���	

�����,������
���

���.��,������� f ′ ���, |El| = 1,����

7(b) �� 5 ��������������������, ����� 13 ��������� El

�
, �	������� 5 ���
���	������.

Ǳ����������
������, ����������, ����� OpenMP 3.0 �

task 	� [16]. ��� t′ac ���, ���
� 7 ������
�����
�����
�, �

����� 4 ���������
�����. ����� 1 ��
��
�
�������

OpenMP 3.0 � task ��, �� task ����. ���

�������

���. �����

�, ���������! (abstract syntax tree, AST) ��������, ����� Map ��


����
�����!��
���������, ����, ����	�������
��

���. 	� OpenMP �����������, ���� OpenMP �������������

����������
�
� [17]. ������
����, ��

��	��������


���

�����������

�
. � 5.3�����	������������
.

3.2 ��������

�
�

��, ��������������, ������������"���

�

��	��, ����
��������, �������������	����������,

�����
������, �����������Ǳ����������. �������Ǳ

9



����: ��������������

�	����

����.

�� 4 (���	�) ������� e,����
���	�������������Ǳ

Ntac(e), ���������
�����Ǳ L, ����Ǳ���	�. ���	�	�����

�, ���	��	�����.

�� 5 (����) ���������������!�������Ǳ����, ���

����������������� E ���.

����,�����

�����
���� Ntac ��,�	�������������


��������

�, �����

Nall = Ntac ×Nf . (5)

����	����������	��,����� Ntac ��	����,������ Nall

�������. ���	����������
����������.

�������� 6(c)������� 4, Ntac �������������
� (����Ǳ

1) �	����� (
��������
���Ǳ n): � 6(c) � 3 � U �


�� Np = n!,

� 4 � z �	������ Nz = C(n − 1) = (2n−2)!
(n−1)!n! �		��
����
������

Nr =
∏n

i=1 Ntac(ui). �����

Ntac =Np ×Nz ×Nr. (6)

��������Ǳ Ntac ���
���Ǳ L ���
����������	�
��, �

��
��������������	Ǳ L/Ntac . ���

��������, ������

�����	��������������
�����, ������	
�

Lp

Np
× Lz

Nz
× Lr

Nr
=

L

Ntac
. (7)

��, Lp/Np �


����	, Lz/Nz ����������	� Lr/Nr ���������	.

������������	��������:

Lp = L
lnNp

lnNtac , Lz = L
lnNz

lnNtac , Lr = L
lnNr

lnNtac . (8)

��
������, �������

����� Nr �� (�� 4 � Nr �������

��,������),	�� 4 ����,��������
������ Nr ����,����

����� k ��Ǳ�������
��������, �� μ = lnNtac (�	�� 16 	
��

�) �Ǳ�������. ���
Nr

Np ×Nz
≈ (

k

n
)µ. (9)

��������������Ǳ k, ��
���Ǳ n. 	�������

Lr

Lp × Lz
= L

lnNr−lnNp−lnNz
lnN = L

ln
Nr

NpNz
µ ≈ Lln ( k

n )µ/µ

= Lln ( k
n ). (10)

	�� 8 ����
� L = Lp × Lz × Lr, �	� Lp, Lz � Lr ��
�. ��� 10 ��, ��

��
�

10



���� : ���� � 44 � � 10 �

INPUT: e∈E, L∈
1: U←units(e)
2: T←
3: With L,k = |e|,n = |units(e)|,

L,k = |e|,n = |units(e)|,

solveEquation13 toderive Lp and Lz
4: Up←{allpermutationsof U}
5: for i :=0; i < L p ; i := i +1 do
6: Randomlypickany s∈

i :=0; i < L p ; i := i +1 do

Up

s∈Up

7: Up←Up − s

Up←Up − s

8: T←T∪z (s, root(e), Lz) T←T∪z (s, root(e), Lz)
9: end for

10: u i∈U∧ui = v∧ui = E do
11: SolveEquation15with L,ki = |ui | toget L
12: S ← tac (ui ,L r,i

r,i L,ki = |ui | toget Lr,i

)
13: T←

ui∈S
T [ui /u

S ← tac (ui ,L r,i )

i ] T←
ui∈S

T [ui /u i ]
14: end for
15: RETURN T

(a)

INPUT:
1: U←units(e)
2:
3: With

solveEquation13 toderive Lp and Lz

4: Up ←{allpermutationsof U}
5: parallel for
6: begin critical
7: Randomlypickany
8:
9: endcritical

10:
11:end parallel for
12:parallel
13: SolveEquation15with
14:
15:
16:end parallel for
17:RETURN T

(b)

N

e∈E, L∈N

0/

T← 0/

A

u i∈U∧ui = v∧ui = E do

A

� 8 ������������

Figure 8 Fully optimized algorithms for associative and commutative transformation. (a) The Monte Carlo optimized

transformation t◦ac : E × N → 2E ; (b) the parallelized Monte Carlo optimization t◦′ac : E × N → 2E

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Lr =

√
Lr

Lp × Lz
× L ≈

√
Lln ( k

n ) × L = L
ln

√√√√ke

n ,

Lp × Lz = L/Lr ≈ Lln
√

ne
k .

(11)

��, �
� e ������, ��������. ��� 8 ��� 11 ���	, ��	
��

��
�:

μ = lnN ≈ lnNpNz

ln
√

ne
k

, (12)

Lp ≈ L
ln
√

ne
k

lnNp

ln NpNz , Lz ≈ L
ln
√

ne
k

lnNz

lnNpNz . (13)

Ǳ	�� 11 ��� Lr, �����������	�, �����������������

������
� ui ����������	� Lr,i. 
��, ���� ui ����� ki ��Ǳ�

���, ��	�

Lr =
n∏

i=1

Lr,i, k =
n∑

i=1

ki. (14)

����

Lr,i ≈ L
ki
k
r ≈ L

ki
k ln

√
ke
n . (15)

� 8(a) ������	�������
����� t◦ac : E ×N → 2E . ���������	

������������������	�, ������� 13��� 15
���� ����

�������	�. ��������, ��
����

�
����, ���
����!

11



����: ��������������

����������
��
����	, ���
��

�	�������
�. ����

3 �	�� 13 ��� Lp, Lz ����� 5 ��� 8 �
���. �� 11 ����	�� 15 ��

� Lr,i ��� 12 �
�����. ���������������	�������.

3.3 ����

� 8(b) ����	��������� t◦′ac : E × N → 2E , ����������������

	�. �� 8(a) ��, �� 8(b) �� 3 �	�� 13 ��� Lp, Lz ����� 5 ��� 10 �
�

��. �� 13 ����	�� 15 ��� Lr,i ���� 14 
�����. ���������	�

�������.

� 8(b) � 10 �������� z′ �� 6(a) �������	������. �������

������	� Lz ���������������. ����� 8(a) � 8 �Ǳ
����.

�� 6 (�����) ��������������, ����������, ���Ǳ��

�����.

�
����, ���������������
������, ������
�����

�. ������ 6(c) � 4 ��� 7(a) � 4 ���������� z ��� 8(a) � 8 ��� 8(b)

� 10 ����������� z′ ������	�����	� Lz ���������, 	
�

�����
����	�������������. 	��������	��
������

���������������, ���������
����.


����	������������,��	���
���,���� 8(b)�� 6���

9 �, ������� OpenMP �����	���

�������, �
����
��. �

���, �������� [17] ���, ��
����	��������������
. ��

���, � 5.3 �����

��, ������������������������.

4 �����

�������

�������

,�	

������
. ������� Hewlett-

Packard R©xw4600 ���. �������� Intel Core 2 Quad Q9550 � 4 � CPU � 4 G ��, �

���� 64 ���� Ubuntu 10.04 �����	 gcc 4.4.3 ������. ����� gcc 4.4.3 �

�� OpenMP 3.0 ����������.

�

�
�, ������
����	
���Ǳ��

�
�. ���
��


�

	������, �����
#����, �	
���
��

�����������. �

���	
���Ǳ
�������: 1) �����������, �����
����
��

������. 2) ������, ��������
��������.

	
�����

�������������������������, ��
� Kahan

����, ��

	������ [18]. ������ 12 ��������, �������	


�������� 120. ����,��

��	�
#,����Ǳ��

��	����



�


������.

12



���� : ���� � 44 � � 10 �

1 double  xi, xsi, A; 

2 xi =  1; 

3 A=random(20.0,30.0); 

4 xsi =  2*xi-A*xi*xi; 

(a)             啊 

1 double  x =  1.0; 

2 for  (i=1; i<= 6; i++)  { 

3   x =  0.5 * (x +  2.0/x); 

4 }  

(b)       啊 

1 float  x,z; 

2 x =  random(0,1); 

3 z=x*x*x*x-4*x*x*x+6*x*x-4*x+1; 

 

(c)    啊 

1 float  a,b,c,d; 

2 a=98765.0; b=1.0; 

3 c=5.0e-8; d=5.0e-8; 

4 float  A=a*((b+c)+ d); 

(d)            啊 

1 float  a, b, c, r1; 

2 a=7; b=8686; c=2; 

3 r1=( -b+sqrt(b*b-4*a*c))/(2*a); 

(e)            啊 

1 double  alpha, NA, re, Z, L, Lp, A; 

2 Z =  4; A =  26; re =  11.3; 

3 alpha =  0.7; NA =  12.5; 

4 L =  log( 184.15 / pow(Z,1.0/3) ); 

5 Lp =  log( 1194.0 / pow(Z,2.0/3) ); 

6 double  X0=( 4.0*alpha*re*re) 

(f)    啊 

 

1 int  a=0; int  b=0;  

2 E =  MatrixSolve (input); 

3 for (j=0; j<n-1; j++){  

4   a +=  Y[j] * E[0][j]; 

5   b +=  Y[j] * E[1][j]; } 

6 for(i =1; i<n; i++)  

7   M[i] = (  input[0] - b/a ) * 

8     exp( -a * i ) * (  1 - exp(a) );  

(g) 

 
� 9 ���������������

Figure 9 Test subjects from the literature

4.1 ����

����������
�	, �
��������	����������. ������

����	��	���. ���	�	�����
�������	�����	������


,Ǳ�	��������������
����. ����	��
����� (GNU scientific

library, GSL)[19], ��	���������
��������������
�.

� 9 �����	��	���������, �� Inv.c ��� Goubault � [20] ���, ��

������
������. � 9(a) ��������������, 	���, ���
���

����
���; 
���� Goubault �	����� 9(c) � Poly.c, �����
�����

���; � 9(b) ��� Newton.c ��������
√
2 �����, ���� Eggert � [7] ���;

� 9(d) ��� exp.c ��� Martel [8], �����	�������������;� 9(e) ���

root.c ����	���
��	, ���� Parker � [10] �	�; sample run.c ��������

��	� [21], ������������, � 9(f) ��������������; � 9(g) ���

GM.c ���	� [22], ������������������.

���� GSL�� 1.11����,Ǳ�����$���, ���� GSL	�����	�,�

��
��� 48 �
�
��
�
��������. �����
�
�
������. �

���	�����
��� (��� π���),�

�������		����������

���, ������������		����� ��		��
����. ���		���

��: ��� (−0.1, 0.1)	���	� 30��	, � (−π, π)	���	� 30��	, � (−100, 100)

	���	� 30 ��	, ���	����	� 30 ��	. �� 120 ��	���������

���	��. ��, ��� ε = 5 × 10−10 �	 I = {0, 1,π/2, 2,π, e}, 
�� ∀i ∈ I, ���	�

(i− ε, i+ ε) �	 (−i− ε,−i+ ε) ��� 10 ��	 (� i = 0 ������	). ���������

13



����: ��������������

10−16

10−10

10−4

102

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Inv.c
Newton.c
Poly.c
exp.c
root.c
sample_run.c
GM.c

� 10 ������������������

Figure 10 The maximal differences under value perturbation over the literary subjects

10−8

10−4

100

5×10−10

5×10−9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Inv.c
Newton.c
Poly.c
exp.c
root.c
sample_run.c
GM.c

� 11 ��������������������

Figure 11 The coefficient of variation under value perturbation over the literary subjects

�� GSL ����	� 230 ��	
������.

4.2 ����

� 10 �� 11 ���	����	������

�
. ���
, ���


���� k


�Ǳ� 1 � 16 �	. 	� k = 0 ��	�

, 
�����Ǳ	

�
, ���������

0 ��
�. ����� k �, �����	� 1000 	��
�����

. � 10 ���
�



���,� 11���
�

�	
��. �� 10�������,������Ǳ��,���




������������. �� 10��	
����, ���	������������

����: Inv.c, Newton.c � sample run.c ����� exp.c, Poly.c, GM.c � root.c �����. �

� 10 �, �����	� 1 �	��

������ 7 × 10−7, �����	��

����

�� 5× 10−14. �� 11 
, ����	�	
���� 8× 10−8, �	��, ����� 5 �	��

�

�, root.c 
�

�	
��Ǳ 19.8. ����	�	
���� 9× 10−9.

	� 9 ��
������������	������������, exp.c � 4 ���
�

��

��������, ����


����������������. �������

��	�����: a ∗ b+ a ∗ (c+ d). Poly.c ������� x ��������	��� 1, ��

	�������� z = (x− 1)4 ���. root.c ��������, sqrt(b ∗ b− 4 ∗ a ∗ c) � root.c �

������ b ��, ��������	���	��. GM.c ���������������

�, �
����	�������. �
����, Ǳ	 sample run.c �����, �������

14



���� : ���� � 44 � � 10 �

� 1 ������������������

Table 1 The statistical outputs under expression perturbation over the literary subjects

No. of Expressions 5 50 100 300 500 all

Inv.c(48)
(MD) 0 0 0 0 0 0

(CV) 0 0 0 0 0 0

Newton.c(56)
(MD) 0 0 0 0 0 0

(CV) 0 0 0 0 0 0

Poly.c(−)
(MD) 5.96×10−8 1.19×10−7 1.19×10−7 1.19×10−7 1.19×10−7 −
(CV) 5.4×10−8 4.06×10−8 3.60×10−8 4.82×10−8 4.82×10−8 −

exp.c(168)
(MD) 7.81×10−3 1.56×10−2 1.56×10−2 1.56×10−2 1.56×10−2 1.56×10−2

(CV) 3.64×10−8 4.80×10−8 5.23×10−8 5.05×10−8 5.05×10−8 5.05×10−8

sample run.c(−)
(MD) 3.64×10−12 7.28×10−12 7.28×10−12 7.28×10−12 7.28×10−12 −
(CV) 7.18×10−9 8.45×10−9 8.78×10−9 8.06×10−9 8.18×10−9 −

root.c(1920)
(MD) 2.27×10−13 2.27×10−13 2.27×10−13 2.27×10−13 2.27×10−13 2.27×10−13

(CV) 6.78×10−9 6.09×10−9 6.09×10−9 5.99×10−9 5.90×10−9 7.08×10−9

�	����������, �������. ������������������!����

	��.

� 1 ���	����	������

��

,������ 6(e) ���������


�����. �����	��������, ���������������Ǳ������

�, ���� 5, 50, 100, 300, 500 ����	����	��������

.��������

���
����, ���	������������

, ��
������

. ����	

���������	��	����������, �����������. �
������

������


, �����

�������	
��. �	 Inv.c � Poly.c ������

�	��� (�� 9(a)� 3 ��	� 9(c) � 2 �), ������	���

���������

	�� 1000 	.

�� 1 �, ����	�����, �������������



�����, ���

�



�	
��. ���
��	
	
�, �������������

������

�������	������. 	� Poly.c, sample run.c � GM.c �����, ��������

��

�����, ����	

���
��
�
�� (−) ���.

���

���, Inv.c � Newton.c �

���, ������������������



��,
�



��	�. sample run.c � root.c���

�����������,��



�	
���� 9.00 × 10−9, ���� 8.00 × 10−12. ����

��
	��������

�������	������������
���. Poly.c�exp.c� GM.c ���, exp.c ��


����������� 168 �������	����, 	�������� 5.00 × 10−3. Poly.c

� GM.c ������, 

���Ǳ����� 1.19× 10−7 � 3.22× 10−7.

� 12 ���� 5 �	

���� 48 � GSL �����
��
�����
�

��

�	
��, �
�	������ 5.1 ���������. �������������




���, �����	����� 1000 	��
������

.
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� 12 GSL � 5-bit ������������������

Figure 12 The maximum coefficient of variation of GSL under 5-bit value perturbation

� 2 GSL �����������������

Table 2 The statistical outputs under expression perturbation over the unstable functions in GSL

GSL func name Max MD Max CV Input

gsl pow 2 0 0 any

gsl pow 3 0 0 any

gsl sf bessel j0 1.26×10117 2.07×10233 −1.48×1026

gsl sf bessel k0 scaled 0 0 any

gsl sf bessel K1 1.42×10−14 4.90×10−29 8.15×10−2

gsl sf bessel K1 scaled 1.42E-14 4.90×10−29 9.98×10−3

gsl sf bessel y0 1.11×10−16 2.75×10−33 9.98×10−3

gsl sf bessel y1 2.22×10−16 8.24×10−33 3.67×101

gsl sf hazard 1.11×10−16 2.75×10−33 3.67×101

gsl sf log erfc 9.86×10−32 8.06×10−64 −1.00×100

gsl sf bessel Y1 4.90E×1055 5.83×10110 1.54×10−72

	���, 
��

������ http://seg.nju.edu.cn/eytang/numerical perturbation/GSL

Result.tar.gz ���. ��
������, ���
�


���, 

�	
��� ���

�, 	�, ���� gsl sf bessel I1 scaled �� 1 � 16 �


����	
���� 1.25 × 10−17

� 1.42 × 10−17 ��, gsl sf erf � 1 �	


�����	
��Ǳ 1.11 × 10−16, �����


�Ǳ 15.2, �� 16 �	


�����	
��Ǳ 1.07× 10−16, �����
�Ǳ 78.1; ��


�������

	
��� ��, �� 48 ���� 6 �	


���	
�������

1.12× 10266.

�� 12
,�������

�����
, ������Ǳ��
�

����	���

�
����	
��. �������������, �� gsl sf bessel j0 � gsl sf bessel K1 ��

�	
������� 1.62× 10131 � 1.64× 10126. ������	
�����,��� 30���

�	
���� 1. ��	
������������Ǳ��

�������, ������

������

�����.

� 2����� 12�	
���� 1.00× 1060 ���
�����

���

.�� GSL

��������

�
�
����	. ������ 6(e)���������
�����,
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Figure 13 Time comparison between normal algorithms and parallelized algorithms

��������	������������

.��������
�����������

������	��������, �
����������	
��. � 2 ���������

���	
��, �	�	������	
�������
�. �

��, ��� gsl pow 2,

gsl pow 3� gsl sf bessel K1���������,����� gsl sf bessel Y1� gsl sf bessel j0�



����, 

�
��. �������Ǳ	���

�
, ��
�����������,

�
���

�������

����	����������%���.

���� gsl sf bessel Y1 � gsl sf bessel j0, �����%
��������. 

��, GSL

1.11���� gsl sf bessel j0		���
�� gslroot/specfunc/trig.c� 205�������z * (1.0

+ z*z * sin cs result.val),���
��,	� −1.48× 1026,�������
��	 �

�
�

�. gsl sf bessel Y1 �����
�, �	����	�� gslroot/specfunc/bessel Y1.c � 94 ���

���� two over pi*lnterm*J1.val + (0.5+c.val)/x, �
�Ǳ 4.90× 1055 �	���. ����, �

�

���

���

�����

������������	���,�
�����

������.

4.3 ����

�	��������
�� 1 ���
����. �� 1 
������, Poly.c � sam-

ple run.c�����������������,	��������	���������
��

��������

��. 	�����	�� 50 � 500 ����, ��

�������	


���� �����. ����	�������	�����������

.

���	����	������ OpenMP������, ��	��������. ����

������������� �����������
. � 13 ��������������

���,	������	�	�����
������, Ǳ������, ����������

��
�����������, ���	����������Ǳ���� 3 ����

�. �

� 13 ��, Poly.c � exp.c ����
����, � Inv.c � sample run.c ����������
.

� 3 ���������������, 
�� 4.1 ������, 	�������������
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� 3 ���������	��	

Table 3 The time distribution of traditional and optimized perturbation algorithms

Total time Factoring Transformation

Inv.c 0.027437/0.027142 0.005813/0.007231 0.016757/0.016062 0.004498/0.003433

Newton.c 0.032869/0.029208 0.014582/0.012243 0.013956/0.013746 0.003929/0.002766

Poly.c 440247/153767 439844/153413 377.56/178.431 0.01/0.118719

exp.c 343.534/117.576 217.974/68.4206 125.477/49.0653 0.082257/0.089394

sample run.c 81.0119/77.7316 3.80812/0.297882 77.0721/77.2448 0.130891/0.18807

root.c 375.198/317.71 84.0325/25.8341 267.7/268.351 23.4645/23.5243

�


���������
, �
��������������������. ������

�����
��
����
���� 13 
���	��������
.

�� 3 ����, ���	��������������
����, �Ǳ��������

�
��, ������������������, 
��
��. ����
�	�����	

� Poly.c � exp.c �
����, ��������
����, �����
���������

��	��������
��, ���������
. ���
��	���������
�

���
, 
����
�����, �
	���. ��, �� 3 ����, �������

�

���������.

Ǳ		�����
, �
�����������
�������, ��, 	������

������	���

��������
�,�����
�	��������

�	�

	����. ���
���������, �������	���������
.

5 ����

���Ǳ�,�����
������������������������� [5,23∼26]. �

�������������, ��
����������������. 	�, ���� [1,27] �

�����
��&�	���,��������%��
��������;���� [2] ���

	�	��
��,�	���Ǳ��%����������;����� [3] 	�������


�	���
�������
	
�. 
��������
, �	�������������

���, ��������������������', 	�����. ������
����

��������������
�,����������������: 1)���������;

2) ��

�������; 3) �����������.

�����������������, ��
����	����������. Goubault

� [28] ���������	�������� [29] �������������. ����


�� Goubault � Putot [20] �����	������������. Martel[30] Ǳ�������

�����������	�����������. �	�������, Martel [31] �����

��������������������, ������� [9] ��������������

�� [5,8], �����
�������
���, ������	��������������

����. ��������
����������
�����������������, �
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���	Ǳ�
��
�	. Benz � [32] �	���
�	��������,���Æ�����

�������, ��������, ������������
��
�	������, ��

��������	����

. �	��� Barr � [33] �����������������

�������, ����������������	�Ǳ��, ��	�����������

����������Ǳ��.

�������,���������� CESTAC[34],������������

����

��


����	�. CESTAC ���	

	����������	���, ������

������������. ������������ CANDA ���
 [35]. 
�������

����, Parker� [10,36] 
�����������	���� (Monte Carlo arithmetic, MCA) �

�, ���������� wonglediff �� [7]. ������������	����, �����

��


�, ������
��, ������
	�������, ����
	�����,

����������

, Ǳ�����

. �����

��	Ǳ��, ������	�.

	����������, ������������
����. �����������

OpenMP[12] �,�� MPI[37] �����. Ǳ	 MPI�������	��,�	�����	��,

������������. OpenMP �������
, �����
����
�����, (

���
��
������������,!�����������������������

�. ��, ����������� [38],Ǳ��������
�.���������
��,��

�������������������, ��������������.

6 ��

�������
����
�
	,�������)�
���������������

����������, �������
�Ǳ����������	
�. ��	�, ����

��������������
�����
		��������������������

�, ���������������
�������. ���������

���

��

�����

��. ��

����
	���	����������������; ���



�������������������
�	��������������. �����


	��������		���������������. ������Ǳ���������

		����������������
��
��.
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Program instability detection based on systematically optimized

numerical perturbation
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Abstract For efficiency, Many numerical programs are based on fixed-precision floating point numbers. How-

ever, it is very hard to guarantee the correctness of these programs during the propagation of the numerical

errors. This paper presents an automatic approach that helps the developers detect the instabilities in their

programs. The insight of our approach is by systematically perturbing the underlying numerical calculation,

we can estimate the potential instabilities of numerical programs. We presents two concrete perturbations in

our approach: value perturbation and expression perturbation. Value perturbation replaces the least significant

bits of each floating-point value in the code, while expression perturbation changes the numerical expressions in

programs to mathematically equivalent forms. We then compare the executions of these “equivalent” forms to

help discover and remedy potential instabilities. We use a few techniques to optimize our perturbation approach.

When users have powerful computing hardwares, a multi-core algrithm helps them to improve the performance of

our perturbation. And when users have limited computing resources in their platform, we also present a Monte

Carlo method to get acceptable results efficiently. The evaluation results on a few literary programs and the GNU

scientific library (GSL) show the practicability and effectiveness of our perturbation approach.

Keywords numerical computing, floating-point, program instabilities, perturbation, software testing
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